Similitud

7.1 RAZONES

Las razones se utilizan para comparar cantidades por medio de la division: la razén de dos cantidades es la primera
dividida entre la segunda. Una razdn s un numero abstracto, es decir, un numero sin unidad de medida. Por lo tanto,
la razon de 10 pies a 5 pies es 10 pies = 5 pies, lo cual es igual a 2.

Una razén puede expresarse de las siguientes maneras: (1) por medio del signo de *':”, como en 3:4; (2) si se em-
plea “a'’ como en 3 a 4; (3) como una fraccion comun, igual que en §; (4) como un nimero decimal, 0.75; y (5) como
un porcentaje, 75%.

Las cantidades involucradas en una razon deben tener la misma unidad. Una razdn debe simplificarse reduciéndo-
1a a sus términos menores y eliminando fracciones. Para calcular la razén entre 1 pie y 4 pulgadas, primero se convierte
=l pie a 12 pulgadas, y luego se toma la razén de 12 pulgadas a 4 pulgadas; el resultado es unarazén de 3a 1, 0 8.
Asimismo, la razon de 27} seria reexpresada como 5:1 o 5.

La razdn de tres o mas cantidades puede expresarse cOmo una razdn continua. Por lo tanto la razén de $2 a 83
a $5 es la razon continua 2:3:5. Esta razén aumentada es una combinacion de tres razones separadas; éstas son 2:3,
3:5,y 2:5;

PROBLEMAS RESUELTOS

7.1 Razon eNTRE Dos CanTIDADES cON La Misma UniDaD
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 15° a 3°; (b) $1.25 a $5; (¢) 2} afos a

2 anos. -~
Soluciones
15 . 1.25 2y 5
(a) 3 = 5 (b) Tk () 8 = 4

7.2 Bazon enTRE Dos CANTIDADES coN DIFERENTE UNIDAD
Exprese cada una de |as siguientes razones en términos menores: (a) 2 afios a 3 meses; (b) 80 centavos a $3.20

Soluciones
(a) 2 afios a3 meses = 24 a 3 meses = % = 8
(b) 80 centavos a $3.20 = 80 centavos a 320 centavos = % = %

7.3 Razon ConTinua ENTRE TRES CANTIDADES
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 1 galon a 2 cuartos a 2 pintas; (b) 1 tonelada
a 1 libra a 8 onzas.
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Soluciones
(a) 1 galon a 2 cuartos a 2 pintas = 4 cuartos a 2 cuartos a 1 cuarto = 4:2:1.

2000 libras a 1 libra a} libra = 2000:1:3 = 4 000:2:1.

B) 1 tonelada a 1 libra a 8 onzas

7.4 Razones NUMERICAS ¥ ALGEBRAICAS
Exprese cada una de [as siguientes razones en términos menores: (8) 50 a 60; (£)6.3a0.9;(c) 122 (d) 2x a
Bx; (e) 5s¥as% (f) x a Bx a 7x.

Soluciones
50 5 x _ 2
(3} 60 " B (d) % 75
6.3 Bg= g
B gt s go s
_ 3 E e e
ey 12 = 8= 32 () enexibXann .= 1:5:7

7.5 Uso pe RAZONES EN PROBLEMAS DE ANGULOS
Si dos angulos estan en la razdn de 3:2, calcule los dngulos si (g) son adyacentes y forman un angulo que mi-
de 40°; (b) son angulos agudos de un triangulo rectanguio; (c) son dos angulos de un {ridngulo cuyo tercer angulo

mide 70°.

Soluciones
Sea la medida de los angulos 3x y 2x. Entonces:

(a) 3x + 2x 40, de aqui que 5x = 40 0 x = 8; por lo gue los angulos miden 24° y 16°.

90 o x = 18; por lo gue log angulos miden 54° y 36°.

(b) 3x + 2x = 90, de aqui gue 5x

(c) 3x + 2x + 70 = 180, de aqui que 5x = 110 o x = 22; por lo que los angulos miden 66° y 44°,

7.6 TRes ANGULOS QUE TIENEN UNA RAZON Flua
Tres angulos estéan en la razon de 4:3:2. Calcule los angulos si (a) el primero y el tercero son suplementarios;

(b) los angulos son los tres angulos de un triangulo.

Soluciones
Sea la medida de los angulos 4x, 3x y 2x. Entonces:

(@ 4x + 2x = 180, de agui que 6x = 180 o x = 30; por lo que los angulos miden 120°, 90° y 60°,

X 4+ 33X+ = , de agui gue 9x = 1 OX = . por [0 gue I0s angulos miaen 4 =
b) 4x + 3x + 2x = 180, de aqui que 9 80 20; por lo que los angulos miden 80°, 60° y 40°

7.2 PROPORCIONES

Una proporcidn es una igualdad de dos razones. Asi; 2:5 = 4:10 (0 ¢ = 3) es una proporcion.
El cuarto término de una proporcion es la cuarta proporcional a los olros res tomados en orden. Asi, en 2:3 -
4:x, x es la cuarta proporcional a 2, 3, v 4.
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Los medios de una proporcidn son sus términos intermedios, esto es, su segundo y tercer términos. Los extremos
de una proporcion son sus términos externos, esto es, su primer y cuarto términos. Por lo tanto, en a:b = ¢:d, los medios

son by ¢, y los exiremos son a y d.
Si los dos medios de una proporcion son iguales, cualquier medio es la media proporcional entre el primero y el

cuarto términos. Asi. en 9:3 = 3:1, 3 es la media proporcional entre 9 y 1.

7.2A  Principios sobre proporciones

PriINcIFIO 1;  en cualquier proporeion, el producto de los medios es igual al producto de los extremos.
De este modo, si aib = ¢id, entonces ad = be.

PRINCIPIO 2: i el producto de dos numeros es igual al producto de otros dos numeros, cualquier par puéde ocupar

los medios de una proporcion y el otro par ocupa los extremos.
Si 3x = 5y, entonces x;y = 5303y = X 03X = 3y,

‘7.9B  Métodos para convertir una proporcién en una proporcion equivalente

Paincipio 31 (método de inversion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se invierte

cada una de las razones.

] 4 X 5
De este modo. si g entonces =

Paincipio 4:  (método de alternacion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se intercam-

bian los medios o los extremos.

cosy: D PP X, .3 2o

l-5 = ntonc SRR hore— -

Ashss 2,6t esy 503 =%
anciplo 5:  (método de adicion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se adicionan

rminos en cada una de las razones para obtener nuevos términos primero y tercero.

2 S d,S‘|X—_g=g entoncesi.c

- a+ 10
Por lo tanto, si g entonces g 5 T 5 T

NGIPIO B:  (método de sustraccion) una proporeion puede convertirse en una proporcion equivalente al sustraer
“rminos en cada una de las razones, para oblener nuevos términos primero y tercero.

a=h ¢c—d ox+3 9 % 8
, entonces e e . Si e 1,entonce33 i

oo

ool
ASI‘SIb—

2C Otros principios sobre proporciones

NoIPlo 7: s tres términos de una proporcion son iguales a fres términos de otra proporeion, los términos restantes

n iguales. 53
e N ’
y 4 - 1

-
\
|
[}

Y = N _
entonces y = 4. y =%y b

s

(531[]

L X
De este modo, si ; =
N= Y

NCIPIo B:  en una serie de razones iguales, la suma de cualquiera de los numeradores es a la suma de sus deno-

inadores correspondientes, como cualquier numerador a su denominador.

gl L@ e AHCHE B X KT 3 el i (Bl O S
A51,s1b_d—f.entoncesb+d+f—b.Sl i _1,entonces A+ 5% 7 =3075=7"
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.7 CALCULO DE INCOGNITAS EN LAS PROPORCIONES
Resuelva las siguientes proporciones para x:

{a) x4 =68 (€) x5 =2x(x + 3)
b 3_2

(B 3 = %27 (d) % -5

Soluciones

(@ Como 4(6) = 8%, 8x = 240 x

]
&

(b} Como x* = 3(27), x> = 81 0 x = =8,

(¢) Como 5(2x) = x(x + 3), se tiene 10x = x* + 3x. Entonces x* — 7x = 0, de modo que x =

(d) Como 2x = 3(5), 2x = 150 x = 74.

(¢) Como 3(2x — 3), se tiene 6x — 9 = 5x, de modo que x = 9.

0o 7.

(f) Como 4(7) = (x — 2)(x + 2), se tiene 28 = x> — 4. Entonces x* = 32, de modo que x = =4 2.

7.8 CALcuLo pE LA CUARTA PROPORCIONAL O TRES NUMEROS DADOS
Calcule la cuarta proporcional de (a) 2, 4, 6; (b) 4, 2, 6; (¢} 1, 3, 4: {d) b, d. c

Soluciones
(&) Se tiene 2:4 = Bix, de modo que 2x = 240 x = 12.
(b) Setiene 4:2 = B:x, de modo que 4x = 12 0x = 3.

() Setiene ;23 = 4:x, de modo que 1x = 12 0x = 24.

(d) Setiene bid = cix, de modo que bx = cd 0 x = cdlb.

7.9 CALcuLo DE LA Mepia ProroRcionAL DE Dos NUMEROS DADOS
Calcule la media proporcional pesitiva x entre (@) 5y 20; (b) 1y &.

Soluciones
(a) Se tiene 5:x = x:20, de modo que x* = 100 0 x = 10.

(b) Setiene jx = x:3, de modo que x* = o x = 3.

7.10 CoNVERsION DE PRopucTOS IGUALES EN PROPORCIONES

(a) Construya una proporcion cuyo cuarto término sea x, tal que 2bx = 357,

(b) Caleule la razén x a y si ay = bx.
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Soluciones
(@) 2b:3s = s:x02b:3 = s2x 0 2bs® = 3ux

by xiy = ab

7.11  CoNVERSION DE PROPORCIONES EN NUEVAS PROPORCIONES
Utilice cada una de las siguientes proporciones para formar una nueva proporcion cuyo primer término sea x:

o -3 o 53
@552t @ 5.

Soluciones

(a) Por el principio 3, LS = % (¢} Por el principio 8, % = %
(b) Por el principio 5, % = g (d) Por el principio 4, % = ?

7.12 ComeINACION DE NUMERADORES ¥ DENOMINADORES DE PROPORCIONES
Utilice el principio 8 para calcular x en cada una de las siguientes proporciones:

i (b) Xy Hgl
3 8 4

w(n
&)
La
5
i
I
F
[#y]
|
Nl

Soluciones

(@) Al sumar numeradores y denominadores se obtiene X;—igg = % [0} % = % de modo que x = 8.

2x

(b) Se tiene x + }é} : 4(X =N % de aqui resulta e % de modo que X = 4.
(e) Se ulilizan las tres razones para obtener (2 _1?: 1%:3% e = %o 3—3)5 = % de modo que x = 6.

7.3 SEGMENTOS PROPORCIONALES

Si dos segmentos se dividen proporcionalmente, (1) los nuevos segmentos correspondientes son proporcionales, y (2)
0s dos segmentos originales y cualquier par de nuevos segmentos correspondientes son proporcionales.

Asi, siAB y AC en la figura 7-1 se dividen proporcionalmente por DE, se puede escribir una proporcion como % =
:’g utilizando los cuatro segmentos; o se puede escribir una proporcion como % = % utilizando los dos segmentos

ariginales y dos de los nuevos segmentos.

r
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e i
D E
of N
B C
Fig. 7-1

7.3A  Obtencién de las ocho disposiciones de cualquier proporcién

= a c iy s ;
Una proporcion como g o puede reescribirse en ocho formas. Para cbtener las ocho variaciones, se permite que
cada término de la proporcidn represente a uno de los nuevos segmentos de la figura 7-1. Se obtienen dos de las posi-
bles proporciones, de cada direccion, de la siguiente manera:

Direccion: . Direccion: Direccian: Direccion:

hacia abajo hacia arriba hacia la derecha hacia la izquierda
a_c,¢c_a b _d d_b b b A g d a8
b d ™ d b a c e a ¢ (AR c a b~ b a

7.38B  Principios sobre segmentos proporcionales

Principlo 11 si una linea es paralela a un lado de un tridngulo, entonces ésta divide a los otros dos lados proporcic

nalmente.
De este modo, en el AABC de la figura 7-2, si DE|IBC, entonces

e
g

oo
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PRINCIPIO 2:  si una linea divide proborcionaimente a dos lados de un tridngulo, es paralela al tercer lado. (Los princi-
| pios 1y 2 son conversos.)

Asi, en el AABC (Fig. 7-2), si % = EST' entonces DEIIBC.
PRINCIPIO 3:  tres 0 ma&s paralelas dividen proporcionalmente a dos transversales cualesquiera. V4

Por ello, si ABIIEFIICD en la figura 7-3, entonces % = %
Ay \B
of g
b/E F\;
/C 77)
Fig. 7-3

_' INCIPIO 4;  Ja bisectriz de un dangulo de un tridngulo divide al lade opuesto en segmentas que son proporcionales
los lados adyacentes.

De este modoc, en el AABC de la figura 7-4, si CD bisecta al [_C, entonces %

T

TEO. BAbEUuwR?

i

s i

"ROBLEMAS RESUELTOS

.13 APLICACION DEL PRINCIPIO 1
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-5

Fig. 7-5
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Soluciones

/ (a) DEIIBC; de aqui {‘(é - %, de modo que x = 24.

W
; —_— e P
(b) Se tiene que EC = 7 y DEIIBC; de aqui i =

7.14  APLICACION DEL PRINCIPIO 3
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-6

= § Entonces, 7x = 5x + 20y x

= 10.

Fig. 7-6
Soluciones 3| 7.

(a) Setiene EC = 4 y AB||EF||CD; de aquf% = %yx = i, g il
¥

(b) A%IIC%EIEF’;_ de aqui S: ;51 = % de lo que 20x — 20 = 14x + 7. Entonces 6x

7.15  Apuickcion oEL Principio 4
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-7 G

A4

&

b

27y X

@) Fig. 7-7 (b)

A 2z D 3z—1
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Soluciones

(a) BD bisecta al [_B; de aquf% = %yx =12,

() BD bisecta al [_B; de agui sz; LT, % = g De modo que 21x — 7 = 20x yx = 7.7

16 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE SEGMENTOS PROPORCIONALES

Dado: EGIIBD, EFIIBC A

Demuéstrese: FGI|ICD

Plan: Demuéstrese que FG divide a AC
y AD proporcionalmente. B D

EMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. EGIIBD, EFIIBC " 1. Dado

2. Ak, AG AR, AF 2. Una linea (segmento) paralela a un lado de un triangulo divide a los
otros dos lados proporcionalmente.

AF AG e
3. = @D 3. Postulado de sustitucion.
4, FGIICD 4. Si una linea divide a dos lados de un triangulo proporcionalmente, es

paralela al tercer lado.

4 TRIANGULOS SIMILARES )

Los poligonos similares son aquellos cuyos anguios correspondientes son congruentes y cuyos lados correspondientes
on proporcionales. Los poligonos similares tienen la misma forma aungue no el mismo tamafo.

El simbolo para “‘similar”’ es ~. La notacién AABC ~ AA'B'C’ se lee como ‘el triangulo ABC es similar al triangulo
-prima B-prima C-prima”. Como en el caso de triangulos congruentes, los fados correspondientes de los triangulos
imilares aparecen opuestos a dngulos congruentes. (Nétese que los lados y @ngulos correspondientes se designan
minmente con las mismas letras, agregandoles primas.)

En la figufa 7-8 AABC ~ AA'B'C’ ya que

mlL_A = mLA = 37° m{_B = ml B = 53° mi_ C=mlC = 80°
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7.4A  Seleccién de triangulos similares para demostrar una proporcién

En el problema resuelto 7.25, se supone que ABCD, en una figura como la figura 7-9, es un paralelogramo, y se deb

AE i . ; gl
demostrar que BC = % Para demostrar esta proporcion, es necesario encontrar triangulos similares cuyos lado

esteén en la misma proporcion. Esto se puede hacer seleccionando el tridangulo cuyas letras A, Ey F esién en los nurmerz
dores y el triangulo cuyas letras B, C y F estén en los denominadores. De este modo se probaria que AAEF ~ ABCFE

Suponga que la proporcidn que se va a demostrar es i—g = %. En un caso como éste, el hecho de intercambiz

i AE AF : - ;
los medios conduce a BC - FB- Se pueden seleccionar entonces los tridngulos necesarios con base en los numerada
res y los denominadores.

- r*-'E - o

b BT

Fig. 7-9

Suponga que la proporcion que se va a demostrar 95% = %. Entonces, el método para seleccionar triéngul:

no puede utilizarse hasta que el término AD sea reemplazado por BC. Esto es posible ya que AD y BC son lad
opuestos del paralelogramo ABCD vy por lo tanto. son congruentes.

7.4B  Principios sobre tridngulos similares

PRINCIPIO 1t los dngulos correspondientes de tridngulos similares son congruentes. (Por definicion.)

Principio 2:  los Jados correspondientes de trianguios similares son proporcionales. (Por definicion.)

PRriNCIPIO 3:  dos tridangulos son similares si dos dngulos de un trignguio son congruentes respectivamente con d
angulos del otro. i

Asi, en la figura 7-10, si L A= | A"y | B =/ B', entonces AABC ~ AA'B'C'.

B

Fig. 7-10
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PRINCIPIO 4:  dos tridngulos son similares si un dangulo de un tridngulo es congruente con un angulo del otro y los
lados que incluyen estos angulos son proporcionales.

Por ello, en la figura 7-10,si L C =1 C' ¥ § = b£ entonces AABC ~ AA'B'C.

PriNCIPIO 5:  dos tridngulos son similares si sus lados correspondientes son proporcionales.

En la figura 7-10, si ; = —g = ci entonces AABC ~ A'B'C'.
PrinciPlo 6:  dos tridngulos rectangulos son similares si un angulo agudo de uno es congruente con un angulo agudo
del otro. (Corolario del principio 3.)

PRINCIPIO 7:  Una linea paralela a un lado de un trigngulo forma un trianguio similar al triangulo dado.
En la figura 7-11, si DE|IBC, entonces AADE ~ AABC.

Fig. 7-11
PriNCIFIO 8:  los tridngulos similares a un mismo tridngulo son similares entre sf.

PRINCIPIO O:  /a altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo divide a éste en dos triangulos que son similares
al triangulo dado y entre sf.

Asi, en la figura 7-12, ACDA ~~ ACDB ~ AABC. e BsOARES
(&
A D B
Fig. 7-12

Principio 10:  dos tridngulos son similares si sus lados respectivos son paralelos enire sf.
En la figura 7-13, AABC ~ AA'B'C’.
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Principio 11:  dos Iridngulos son similares si sus lados respectivos son perpendiculares entre Si.
Asi, en la figura 7-14, AABC ~ MA'BC.

CI

B’ A’
i

Fig. 7-14

PROBLEMAS RESUELTOS

7.17  APLICACION DEL PRINCIPIO 2
En los triangulos similares ABC y A'B'C’ (Fig. 7-15), calcule xyysiL A=[ Ayl B=[B.

C
_,:?.__ " 5‘_’1 =9 C, _'x:_
= s 17
12 k
: o 26
4 v
A 20 B e isienE
Fig. 7-15
Solucion

Como/ A=| Ayl BB xyycorresponden a 32y 26, respectivaniente. Entonces é =£, de donde

o R o B A - 191
X = 24; asimismo 2z = 75, de donde y = 19;.

7.18  ApLicAcCION DEL PRINCIPIO 3
. En cada una de las secciones de la figura 7-16, se pueden utilizar dos pares de angulos congruentes para demaos--
trar que los tridngulos indicados son similares. Determine los angulos congruentes y especifique la razén de su
congruencia.

g ] Az
. A C

C

(a) ABEC ~ AAED (b) AAED ~ ACEB (c) AADE ~ AABC
ABCD es un trapezoide " Fig. 7-16
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Soluciones

(8 [.CBD=[ BDAyl| BCA =/ CAD, ya que los angulos alternos internos de lineas paralelas son con-
gruentes (BCIIAD). Ademas, [_BEC y [ AED son angulos congruentes opuestos por el vértice.

) L AZ[ Cyl B=[ D,yaquelos angulos inscritos en el mismo arco son congruentes. Ademas, | AED
y |_CEB son angulos congruentes opuestos por el vertice.

(¢) [ ABC=[ AED,yaque cada uno es suplemento del L DEC. [ ACB =[ ADE, ya que cada uno es suple-
menio del [ BDE. Ademas, | A = [_A.

7.19  ApLicACION DEL PRINCIPIO 6

En cada seccion de la figura 7-17, determine los angulos que pueden utilizarse para demostrar que los triangulos
indicados son similares.

AN
D 5 C
8)
"
' B
(a) AACD ~ AACB | (b) AAEC ~ ACDB (¢) AADE ~ DABC
h-c o) P AB = AC AB es un diametro

Fig. 7-17
Soluciones
(a) [_ACB y [ ADC son angulos rectos. L A = [ A.

() [_AECy [ BDC son angulos rectos. [ B =/ ACE, ya que los angulos opuestos a los lados congruentes
en un triangulo son congruentes.

() [_ACB es un angulo recto, ya que esta inscrito en un semicirculo. De aqui que, [ _AED = [ ACB.
{ D=/} Bya que los angulos inscritos en el mismo arcao son congruentes,

7.20 APLICACION DEL PRINCIPIO 4

En cada seccion de la figura 7-18, determine el par de angulos congmentes y la proporcién necesaria para demos-
trar que los triangulos indicados son similares.

B
D
25
16
A — c
(b) AAED ~ AABC (c) AABC ~ AADC

d q Fig. 7-18
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Soluciones
i TR e .20 _ 25
(@il AEBZ | DEG: 5= 1 () - 1"BAC =} ACD: 6 = 50
oo B 9
by [A=] A 2 = 78

7.21  APLICACION DEL PrinciPIO 5
En cada una de las secciones de la figura 7-19, determine la proporcién necesaria para demostrar que los triangu-
los indicados son similares.

) A
A -
__'i_.__ g 15
B 7
12 16 D 5 B
A
24 C
1% 20
Dvw B
8 [
F C
(a) AABC ~ ADEF (b) AABD ~ ABDC (€) AABD ~ ABEC
Fig. 7-19 ol
%)
Soluciones o
B B 1= i e L
@ 3=1=23 © 37 =31 =30
9 12 15
L 16~ 20

7.22  PROPORCIONES QUE SE OBTIENEN DE LOS TRIANGULOS SIMILARES
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-20

Fig. 7-20 -
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Soluciones

() Como BDIAC, LA %[ Byl C=LD;porloque AEC ~ ADEB. Entonces 7 = g y X = 15.

(6 Como JKIIGH, AFJK ~ AFGH por el principio 7. Por lo que — f_ .

23 CALCULO DE ALTURAS POR MEDIO DE LA SOMBRA EN EL SUELO
Un arbol proyecta una sombra de 15 pies al mismo tiempo gue un poste vertical cercano de 6 pies de altura produce
sombra de 2 pies. Calcule la altura del arbol si ambos, el drbol y el poste, forman angulos rectos con el sueld.

Solucion

En lugares cercanos une del otro, los rayos del sol caen sobre el suelo al mismo tiempo en dngulos iguales;
de modo que [ B = [ B' en la figura 7-21. Como el arbol y el poste forman angulos rectos con el suelo, /. C
gl

=/ C". De modo-que AABC ~ AA'B'CY, de aqui E =¥ h = 45 pies,
A
h ray A,
- 6 ray
'_i
G 15 B c'eB
Fig. 7-21

’24 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE TRIANGULOS SIMILARES EXPRESADGEN PALABRAS

Demuestre que dos triangulos isdsceles son similares si el angulo de la base de unc es congruente con el angulo
la base del otro. A

Solucion th A

Dado: el triangulo isésceles AABC (AB = AC)
el triangulo isdsceles AA'B'C' (A'B' = A’
LBz B

Demuéstrese: AABC ~ AA'B'C’

Plan: Demuéstrese | C = [ C', use &l principio 3.

C)
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DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos
1o AR R 1. Dado
2 Bt BTEY ( 2. Los angulos de la base de un tridngulo isdsceles son congruentes.
3. L c=lC 3. Las cosas = a las cosas = son = entre si.
4. AABC v AA'B'C 4. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son con-
gruentes con dos angulos del otro.

7.25 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE PROPORCIONES QUE INVOLUCRA TRIANGULOS SEMEJANTES

Dade: el paralelogramo ABCD

Demuésirese: . 2 = -
"BC T BF E
Plan: Demuéstrese AAEF ~ ABFC
A F B
<~/
D =
C
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos '
1. ABCD es un paralelogramo. 1. Dado
2. ED|IBC 2. Los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos.
3./l DEC=] ECB 3. Los angulos alternos internos de lineas paralelas son congruentes.
4. | EFA=| BFC 4. Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.
5. NAEF ~ ABFC 5. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son
congruentes con dos angulos del otro.
6. —g—g = % 6. Los lados correspondientes de triangulos similares son proporcionales.

7.5 EXTENSION DE UN PRINCIPIO BASICO SOBRE PROPORCIONES

PrRINciPIO 1:  Jos lados correspondientes de tridngulos similares son proporcionales.
Principio 2: fos segmentos correspondientes de {riangulos similares son proporcionales.
PriNciPio 3:  fos segmentos correspondientes de poligonos similares son proporcionales.

Cuando se reemplazan segmentos por lados, el principio 1 se convierte en el principio 2 mas general. Cuando sz
reemplazan poligonos por tridngulos, el principio 2 se convierte en el principio 3, aln mas general.

Por segmentos se entienden segmentos rectos o curvos tales como alturas, medianas, bisectrices, radios de circu-
los inscritos o circunscritos, y circunferencias de circulos inscritos o circunscritos.

La razon de similitud de dos poligonos similares es la razon de cualquier par de lineas correspondientes.

Los corolarios de los principios 2 y 3, como los siguientes, se pueden inventar para cualquier combinacion de lineas
correspondientes:

1. Las alturas correspondientes de triangulos similares tienen la misma razon, como dos medianas correspondientes

|
cualquiera. Asi, si AABC ~ AA'B'C’ en la figura 7-22, entonces h£ = %
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B
BJ’
Rkl \m =
R \m!
5 A
H M C A" HM c'
Fig. 7-22

2. Los perimetros de los poligonos similares estén en la misma razén que dos lados correspondientes cualesquiera.

Asi, en la figura 7-23, si el cuadrilatero | es ~ al cuadrilatero I’, entonces % = g = g = g = g,

Fig. 7-23

PROBLEMAS RESUELTOS

7.26 RAzZONES ENTRE LiNEAS DE TRIANGULOS SIMILARES

(@)  En dos triangulos similares, los lados correspondientes estan en proporcion de 3:2. Calcule la razén de
sus medianas correspondientes [Fig. 7-24(a)].

() Los lados de un triangulo son 4, 6 y 7 [Fig. 7-24(b)]. Si el perimetro de un triangulo similar es de 51,
calcule su lado mas largo.

(©) Enel AABC de la figura 7-24(c), BC = 25y la medida de la altura sobre BC es de 10. Un segmento de
linea que termina en los lados del tridngulo es paralelo a BC y esta a 3 unidades de A. Calcule su longitud.

Fig. 7-24

3
5

Soluciones

entonces 1L, e
m

(@ SisMBC ~AABC Y S = 3,
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()  El perimetro del AA'B'C’ es 4 + 6 + 7 = 17. Como AABC ~ AM'B'C’, = = 51_; ys = 21.
PE . 3
KADE % AABL: 25 i, - 7
() Como BC, 55 5 Y DE = 73.

7.27 Razones ENTRE LiNEAS DE POLIGONOS SIMILARES
Complete cada una de las siguientes proposiciones:

(a)  Silos lados correspondientes de dos poligonos similares estan en la proporcion de 4:3, entonces la razon
de sus perimetros es de 7

(b)  El perimetro de dos cuadrilateros similares es de 30 y 40 respectivamente. Si un lado del cuadrilatero me-
nor es 8, el lado correspondiente del mayor es de 7

(¢}  Sicada lado de un pentagono se triplica y los dngulos se mantienen iguales, entonces cada diagonal
]

Soluciones

(@) Como los poligonos son similares, g— = si = %

() Como los cuadrilateros son similares, si = J;)l Entonces % = % ys = 10.

(¢)  Tripliquese, ya que los poligonos son similares si sus dngulos correspondientes son congruentes y sus
It lados correspondientes son proporcionales.

7.6 DEMOSTRACION DE PRODUCTOS IGUALES DE LONGITUDES DE SEGMENTOS

'.
H
I 1 En un problema, para demostrar que el producto de la longitud de dos segmentos es igual al producto de la longitud
de otro par de segmentos, es necesario establecer la proporcién que conduce a los dos productos iguales.
|
| PROBLEMA RESUELTO
| 7.28 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE PRODUCTOS IGUALES
It Demuestre que si dos secantes se intersectan fuera de un circulo, el producto de las longitudes de una de las
secantes y su segmento externo es igual al producto de la otra secante y su segmento externo.
Solucién A
S e D
| Dado: Las secantes AB y AC
| Demuéstrese: AB x AD = AC x AE
| Plan: Demuéstrese AABE ~ AACD para obtener B E
AB _ AE
AC ~ AD-
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DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. Trace BE y CD. 1. Se puede trazar un segmento entre dos puntos cualesquiera.

2. LAl A 2. Propiedad reflexiva.

3.1 B=[C 3. Les angulos inscritos en el mismo arco son congruentes.

4. AAEB ~ AADC 4. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son
congruentes respectivamente con dos angulos del otro.

5. %gu = % 5. Los lados correspondientes de triangulos similares son proporcionales,

6. AB x AD = AC x AE 6. En una proporcion, el producto de los medios es igual al producto de
los extremos.

7.7 SEGMENTOS QUE SE INTERSECTAN DENTRO Y FUERA DE UN CiRCULO

PRINCIPIO 1: s/ dos cuerdas se intersectan dentro de un circulo, el producto de la longitud de los segmentos de una
cuerda es igual al producto de la longitud de los segmentos de Ia otra.
Asi, en la figura 7.25, AE x EB = CE x ED.

C

/N

/
Fig. 7-25 f"

[PrRINCIPIO 2: 5/ una tangente y una secante se intersectan fuera de un cireulo, la tangente es la media proporcional
ientre la secante y su segmento externo.

Por ello, en la figura 7.26, si PA es una tangente, entonces 2B oAl

AP~ AC”

B

Fig. 7-26

BainciPio 3:  si dos secantes se intersectan fuera de un circulo, el producto de las longitudes de una de las secantes

[SU segmento externo, es |

k]

gual al producto de las longitudes de Ia otra secante y su segmento externo.
De este modo, en Ia figura 7.27 AB x AD = AC x AE.
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.29  APLICACION DEL PRINCIPIO 1 o
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-28, si las cuerdas AB y CD se intersectan en =

C
\ B
B
D
A
(a) (¢) Diametro CDLAB
Soluciones
(a) ED = 4. Entonces 16x = 4(12), de modo que 16x = 480x = 3.
() AE = EB = x. Entonces X2 = 8(2), asin® = 16y x = 4

(c) CE =3yAE = EB = x. Entonces x> = 27(8) o x* = 81y Xx = 9.

7.30  APLICACION DEL PRINCIPIO 2 aerky 5
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-29, si la tangente AP y AB se intersectan en A.

(@)
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Soluciones

(a) AB

9 +9 + 6 =24 Entonces x* = 24(6) 0 x* = 14d y x = 12.

(b) AB = 2x + 5. Entonces 5(2x + 5) = 100y x = 7i.

(c) AB = x + 6. Entonces x{x + 6) = 16 0 x? + 6x— 16 = 0.
Por factorizacién se obtiene (x + 8)(x —2) = Oy x = 2.

7.31  APLICACION DEL PRINCIPIO 3 R ,
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-30, si las secantes AB y AC se intersectan en A.

Fig. 7-30

Soluciones

(@ AC = 12. Entonces 8x = 12(3) y x = 43.

(b) AC = 2x + 2y AB = 12. Entonces 2(2x + 2) = 12(8) y x = 14.

.82 MEDIAS PROPORCIONALES EN TRIANGULOS RECTANGULOS

"RINCIPIO 1:  fa longitud de la aliura sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo es la media proporcional entre
2 longitud de los segmentos de la hipotenusa.

BD CD f_\_m . TN D )

Asi, en el triangulo rectangulo ABC (Fig. 7-31), TD - DA’ v e
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PRrINCIPIO 2:  en un tridngulo rectdangulo, la longitud de cualquier lado es la media proporcional entre las longitudes
de (a hipotenusa y la longitud de la proyeccion de ese lado sobre Ia hipotenusa.
z : AB BC . AB AC
A e =<
si, en el A rectangulo ABC, BC B0 Y AC = AD
En el capitulo 16 se da una demostracién de este principio.

PROBLEMAS RESUELTOS

7.32 CAlcuLo DE MEDIAS PROPORCIONALES EN TRIANGULOS RECTANGULOS
En cada uno de los triangulos de la figura 7-32, calcule x y y

&
B 4 A
(a) (b)
Fig. 7-32
Soluciones
=N 3 X # e s 2 )4 ey

(@)  Por el principio 1, x - g oXx = 27 y x = 3~ 8. Por &l principio 2, Y - a asiy* = 36yy = 6.
(b)  Por el principio 1, % i % y x = 16. Por el principio 2, 2y_0 = % asiy? = B0y y = 45

7.9 TEOREMA DE PITAGORAS

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las long-|
tudes de los lados. Asi, en la figura 7-33, ¢® = a% + b2
En el capitulo 16 se da una demostracion del teorema de Pitagoras.

Fig. 7-33
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7.9A  Pruebas para trigngulos recténgulos, agudos y obtusos

Si se cumple que ¢® = a® + b® en los tres lados de un triangulo, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo; pero

si ¢ # @ + b, entonces el triangulo no es un triangulo rectangulo.
En el AABC, si ¢* < a* + b*donde ¢ es el lado mas largo de un triangulo, entonces el triangulo es un tridngulo

agudo.
Por lo tanto, en la figura 7-34, 9% < 82 + 87 (esto es, 81 < 100); por lo que el AABC es un tridngulo agudo,

En el AABC, si ¢? > 2* + b? donde ¢ es el lado més largo de un triangulo. entonces el triangulo es un triangulo

obtuso.
Asi, en la figura 7-35, 112 > 62 + 82 (esto es, 121 > 100); por lo que el AABC es un triangulo obtuso.

Fig. 7-35

PROBLEMAS RESUELTOS

7.33 CALCULO DE LOS LADOS DE UN TRIANGULO RECTANGULO
En la figura 7-36, (a) calcule la longitud de la hipotenusacsia = 12y b = 9; (b)calcule asib = 6y = B;

{c) calcule bsia = 43 yc = 8.
81 + 9%

&

b -

Fig. 7-36
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Soluciones
(@ c¢=a>+b>=12"+ 9% =225yc =13
(b) @ =c*—b*=8-6"=28ya=2V7.

€) b =c*—a?=8—(4/32=64—-48=16yb = 4

7.34 RazoNES EN UN TRIANGULO RECTANGULO
En un triangulo rectangulo, la hipotenusa tiene longitud 20 y la razén de sus lados es de 3:4. Calcule cada uno i
de sus lados.

Solucion
Sea la longitud de sus lados 3x y 4x. Entonces 20° = (3x)* + (4x)*.

Al efectuar las operaciones, se obtiene 400 = 9x° + 16x%0400 = 25x° y x = 4; por lo que sus lados tie-
nen longitud 12 y 16.

7.35 APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN TRIANGULO ISOSCELES
Calcule la longitud de la altura sobre la base de un tridngulo isosceles, si la base es 8 y los lados iguales son 12.

Solucion

La altura h de un triangulo isosceles bisecta la base (Fig. 7-37).
Entonces h? = a® — (}b)? = 122~ 4% = 128y h = 8V2.

40
Fig. 7-37

7.36  APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN ROMBO
En un rombo, calcule (a) la longitud de un lado s si las diagonales son 30 y 40; (b) la longitud de una diagonal
d sisu lado es 26 y la otra diagonal es 20.

Solucion

Las diagonales de un rombo son mediatrices una de la otra; por lo que s = (1dP + (d)P en |
figura 7-38. ;
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30y d = 40, entonces s* = 15% + 202 = 62508 = 25.

)
w
a
1

20, entonces 26° = (3d)° + 10° 0 576 = (3d)%. Porloque }d = 24 0d = 48,

S
L7\

Fig. 7-38

g
%
n
Il

26y o

.37  APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN TRAPEZOIDE
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-39, si ABCD es un trapezoide.

B iz C
|
| x
|
13/ |z o\
| Lz e S i i
A L ™ 7
Vi B F Y, D &
A
22 b
(a (b)
Fig. 7-39
Soluciones
Las perpendiculares punteadas en los diagramas son segmentos adicionales necesarios sélo para las sglu-
ciones. i—s

Note como se forman rectéangulos con estos segmentos agregados.
(8) EF =BC =12y AE = }(22 — 12) = 5. Entonces x> = 132 — 5% = 144 0 x = 12.

(b) b*=25"-—72=05760b = 24; ademas, BE = b = 24y CE = 17— 7 = 10. Entonces x* = 242 4 107
0ox = 286.

_'B ApLicACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN CiRcuULO
(a)  Calcule la distancia d del centro de un circulo de radio 17 a una cuerda cuya longitud s 30 [Fig. 7-40(a)].

(b)  Calcule la longitud de la tangente comiin externa a dos circulos tangentes externamente, de radios 4 y

9 [Fig. 7-40(b)].
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15
17

(@)

Fig. 7-40

Soluciones
(a) BC = {(30) = 15. Entonces & =172 — 15 = 64 yd = 8.

() 08 =PR,RS = 4,0Q = 13y SQ = 9 —4 = 5. Entonces, on el triangulo rectangulo 0SQ.
(OS)2 = 132 — 52 = 144; asi, 0§ = 12, por lo que PR = 12

710 TRIANGULOS RECTANGULOS ESPECIALES

7.10A El triangulo 30°-60°-90°

Un triangulo 30°-60°-90° es la mitad de un triangulo equilatero. Asi, en el AABC (Fig. 7-41), a = te.
Considere que ¢ = 2; entonces a = 1, y por el teorema de Pitagoras resulta

. PR —Reagt=22—12 =13 0 bN3

La razon de sus lados es, por lo tanto, a:hic 14/3:2,

3ns=

507

Principios del triGngulo 30°-60°-90°

PriNcIPIO 1:  [a longitud del lado opuesto al angulo de 30° es jgual a la mitad de la longitud de la hipotenusa.
En la figura 7-41, @ = jc.
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PrINCIPIO 2: 12 longitud del lado opuesto al dngulo de 60° es igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa, multipli-
cada por la raiz cuadrada de 3.
En la figura 7-41, b = LcV 3.

PrINCIPIC 3:  la longitud del lado opuesto al dngulo de 60° es igual a la longitud del lado opuesto al dngulo de 30°
multiplicade por la raiz cuadrada de 3.
En la figura 7-41, b = a\/' 3.

Principio del trigangule equilatero
PHINC]PIO 4: lalongitud de la altura de un triangulo equildtero, es igual a fa mitad de la longitud de un lado multiplica-

por la raiz cuadrada de 3.
En la figura 7-41, h = }sV3.

7.10B  El triangulo 45°-45°-90°

Un triangulo 45°-45°-90° es la mitad de un cuadrado. En el AABC (Fig. 7-42), c® = a* + a°oc = av'2. Por lo que
la razon de sus lados es a:aic = 111/ 2.

A
%
P d d/ 8
o 457
B 45 - c =
Fig. 7-42

rincipios del tridngulo 45°-45°-90°

RINCIPIO 5:  [a longitud del lado opuesto al dngulo de 45° es igual a la mitad de la longitud de la hipotetiusa multipli-
wda por la raiz cuadrada de 2.
En la figura 7-42, a = oV 2.

INCIPIO 6:  [a Jongitud de la hipotenusa es igual a la longitud de un lado, multiplicada por la raiz cuac-ada de 2.
En la figura 7-42, ¢ = av 2.

rincipio del cuadrado

PriNciPlo 7@ en un cuadrado, la longitud de una diagonal es igual a la longitud de un lade, mu!tﬁpﬁc&ﬁpor Ia raiz

“uadrada de 2. i
En la figura 7-42, d = sv' 2.
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.39 APLICACION DE LOS PriNciPios 1 ¥ 4

(@)  8ilalongitud de la hipotenusa de un triangulo 30°-60°-90° es 12, calcule la longitud de sus lados [Fig.
7-43(a)].

(b)  Cada lado de un trapezoide is6sceles tiene longitud 18. Si los angulos de la base son de 60° y la base
menor es 10, calcule las iongitudes de su altura y de su base mayor [Fig. 7-43(b)].

60°

(@) (b)
Fig. 7-43
Soluciones
(@)  Por el principio 1, 2 = 12) = 6. Por el principio 2, b = ¥12W3 = 6V 3.

(b)  Por el principio 2, h = {183 = 9V 3. Por el principio 1, AE = FD = #18) = 9;porloqua b = 9 +
10 + 9 = 28.

7.40  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 5 ¥ 6

(@)  Calcule la longitud del lado de un triangulo rectangulo isésceles, cuya hipotenusa tiene longitud 28 [Fig.

7-44(a)].
B
B 12 &
a d
a® & E
%4 160 0 45°N\ p
Be, E F A
4 L8 ] \éf
= C
(a} (b)
Fig. T7-44
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(b)  Un trapezoide isosceles tiene dngulos de la base que miden 45°. Si la base menor tiene longitud 12
y la altura tiene longitud 3, calcule las longitudes de la base mayor y de cada uno de sus lados [Fig.

7-44(b)].

Soluciones

(@  Por el principio 5, a = ¥28W2 = 14V2.

I

[#3]
{‘—\.
%]
>
m
Il

o
m
[}

(b)  Por el principio 6, a

3yEF =12;porloqueb = 3 + 12 + 3 = 18.

Problemas complementarios

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores:

(a8) 20 centavos a 5 centavos

(b) 5 monedas de 10 centavos de ddlar a
15 del mismo valor

(¢) 30 libras a 25 libras
(d) 20° a14°

() 27 min a 21 min

(f) 50% a 25%

(g) 15° g 75°

(hy B83% a77%

(r)

$2.20 a $3.30
$0.84 a $0.96
1libra a § libra

2} dias a 3; dias

5 pies a [ pie

3 yarda a 1} yardas

16y ma 5; m

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores.

(a) 1 afio a 2 meses
(b) 2 semanas a 5 dias
(c) 3 dias a 3 semanas
(gd) iha20min

{e) 2 yardas a 2 pies

(f) 23 yardas a 2 pies

@

(h)

11 pies a 9 pulgadas
2gadmg

100 Ib a 1 ton

$2 a 25 centavos

2 monedas de 25 a 30 centavos

1 yarda cuadrada a 2 pies cuadrados

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores:

(a) 20 centavos a 30 centavos
a $1 dolar

(b) $3 a $1.50 a 25 centavos

() 1 moneda de 25 centavos a 1 moneda de 10
centavos a una moneda de 5 centavos

(d)
(e)
()

1 dia a 4 dias a 1 semana

idima9hasdh

2hajhal5min

(7.1)

(7.2)

(7.3)
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(g9 1tona200lbad40lb (h) 3lbat1lbagoz : () 1galaiqgtailpt
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.4)
(a) 60a70 (f)  0.002 a 0.007

(b) 84a7 (j)  0.055 a 0.005

() 65a15 (k} 64a8

(d) 125 a 500 () 114 a24

(e) 630a105 (my T7ia2}

(fy 1760 a 990 {(m 1iai0

g0 07a21 © :ai}

(hy 0.36a0.24 ot S

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.4)
(@ xab8x (g9 S°ae6s?

b) 15casb (M) 9% a6t

c) 11daz22 (I xadxailldx

d) 2nanD (j) 15y a 10y a by

(&) nabana’ K xPaxtfax

(f) 45a& () 12wa 10w a 8w a 2w

Utilice x como factor comun para representar los siguientes numeros y su suma: (7.4)
(a) Dos numeros cuya razon es 5:4 (c)  Tres numeros cuya razon es 2:5:11

(b) Dos numeros cuya razon es 9 a 1. (d) Cinco numeros cuya razén es 1:2:2:3:7

Si dos angulos en la razén de 5:4 estan representados por 5x y 4x, exprese cada una de las siguientes proposicio-
nes como una ecuacion; después calcule x y los angulos: (7.9

(&) Los angulos son adyacentes y forman en conjunto un angulo que mide 45°.
(b)  Los angulos son complementarios.
(¢) Los angulos son suplementarios.

(d)  Los angulos son dos angulos de un triangulo cuyo tercer dngulo es su diferencia.
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Si tres angulos en la razén 7:6:5 son representados por 7x, 6x y 5x, exprese cada una de las siguientes proposi-
ciones como una ecuacion, después calcule x y los angulos: (7.8)

(a) El primero y el segundo son adyacentes y juntos forman un angulo que mide 91°.
(b) El primero y el tercero son suplementarios.
()  El primero y la mitad del segundo son complementarios.

(d) Los angulos son los tres angulos de un triangulo.

Resuelva las siguientes proporciones para X: (7.7)
(a) xB6 =83 &) (x + 4)3 = 3ix — 4)
{b) 54 = 20 (f) (2% + 8)(x + 2) = (2x + 5)(x + 1)
) 8x=x4 (@0 ab = cx
(d) x2 = 10x () x2y = 18yx
Resuelva las siguientes proporciones para x. ' (7.7)
@ 2=1
7 X ) x+2 6
B 3
7 3
© x=3 e W
B 7 g
@ 2=
x7 12 2X 3
) X =7 5
X 15 a8 X
@ 5=% J
Encuentre la cuarta proporcional entre cada uno de los siguientes conjuntos de numeros: (7.8)
(& 1,3, 5 () 2,8 4 e) 3,25 (g 28,8
(b) 8,86 4 d) 3.4,2 f .25 (hy b, 2a, 3b
Encuentre la media proporcional positiva entre cada una de las siguientes pargjas de numeros: (7.9)
(@ 4y®9 (€) zyear e 2y5 @ pygqg
(B) 12y3 (d) 2by8b (f) 3y?9 (hy ayb
De cada una de las siguientes ecuaciones, forme una proporcién cuyo cuarto término sea x: (7.10)

(@ ©cx = bd (b) pg = ax {e) hx = a* dy 3 =7 (e} x = ablc
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En cada una de las siguientes ecuaciones, calcule la razén de x a y: (7.10)
(@ 2x=y (b) 3y = 4x e x=y (@ ax = hy (e) x = by
iCual de |as siguientes no es una proporcion? (7.10)
4224 32 7 25 , 10  E e X 23 N
@ 3=173 (12)] T () T @ 53=% (e) § = zcuandox = 6

De cada una de las siguientes, forme una nueva proporcién cuyo primer término sea x.

Despugs calcule x. (7.11)
a_ 8 = a 2 XxX+5 1 k=20 1
@ 2=x b =3 @ %x=% @ =5 =70 © "2 =3

Calcule x en cada uno de estos pares de proporciones:

(a8 ab=c¢xyab=cd (¢} 2:8x = 45y vy 2:15 = 4.5y

&) 577 = x42y 57 = 3542 (d) 75x—2 =143y y 7:18 = 14:3y

Calcule x en cada una de. las siguientes proporciones: (7.12)
e Ll I e N | o ) L M

@ —F =3 B, "8 ="a —& B g Sy = g

Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-45. (7.13)

D
S 15 3z
G H
1 2z+2
E F
(@) (&) ()
Fig. 7-45
¢En qué secciones de la figura 7-46 es una linea paralela a un lado del triangulo?
5L
10/ '\ H
D 3;‘ dx oy
15 &l bx
A N i C T K
(@) (b} (€)

Fig. 7-46
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Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-47.
B
éfz B \E F|
9 : i
& X
c \ e
& 15 E F 5 c b
E o 18 15
A S T " cl DS B

@) (b) (&)
Fig. 7-47

Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-48.

C
x +ﬁ\
A D 12 15 E
(a) (b) (e
Fig. 7-48

Demuestre que tres 0 mas paralelas dividen proporcionalmente a dos transversales.
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(7.14)

(7.15)

(7.18)

En los triangulos similares ABC y A'B'C’ de la figura 7-49, [_B y [ B’ son angulos correspondientes. Caleule

mlL BsilamlA =120°ymlL C' = 25°; (b)y m[LA" + m[_C = 127°.

c ¢
Ahg \ N
A’ B’

Fig. 7-49

En les triangulos similares ABC y A'B'C' de la figura 7-50, L A= | A"y [ B=/[ B' (a) Calcule a sic = 24;

(b) calcule b sia = 20; (¢) caicule ¢ si b = B3.

C
b a c’
) /\
e B A 6 B

(7.17)
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26. En cada una de las secciones de la figura 7-51, demuestre que los triangulos indicados son similares.

C
E
1
A D B
(@) AADE ~ AABC (b)y ARQP ~ ARQ'F’ (c) AFG'H ~ AFGH

Fig. 7-51

27. Encadauna de las secciones de la figura 7-52, pueden utilizarse dos pares de angulos congruentes para demos-
trar que los triangulos indicados son similares. Encuentre los angulos congruentes. (7.18)

A
B
D E
E
B c # D C J
(a) AAEB ~ ADEC (b) ABFA ~ AAED (c) AABG ~ ADEF
B
Noodo B 4
& B 5
D A
. (5
B c
(d) AAEB ~ AADC (€) AADE ~ AACB (f) AABC ~ AABD
BC = ED
Fig. 7-52

28. En cada unade las secciones de la figura 7-53, determine los angulos que pueden ser utilizados para demostrar
que los triangulos indicados son similares. {7.19)




D E &

(a) AAED ~ AFGB

ABCD es un paralelogramo.

SIMILITUD

(b) AABD ~ AABC
AB es un diametro.
BC es una tangente.

Fig. 7-53

173

U
(c) AAEB ~ AAED

AD es un diametro.
ABCD es un rectangulo

29. Encada una de las secciones de la figura 7-54, determine el par de angulos congruentes y la proporcion necesa-
ria, para demostrar que los triangulos indicados son similares.

20

30

(a) AABC ~ ADEF

N B
25

(b) AADE ~ AABC

Fig. 7-54

(7.20)

(c) ABDE ~ ABAC

30. Encadaunade las secciones de la figura 7-55, exprese la proporcion necesaria para demostrar gue los triangulos

indicados son similares.

(a) AMABC ~ ADEF

B 45 c

(b) AADE ~ AABC
Fig. 7-55

(7.21)

18

(c) ADEF ~ AABC
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En cada una de las secciones de la figura 7-56, demuestre la proporcién indicada. (7.25)
5 A
B F
B
A D
(a) AD:AC = DE:BC (b) ABEEC = BFEFC () iCﬂP = APAB
ABCD es un paralelogramo AP es una tangente
Fig. 7-56
En el AABC (Fig. 7-57), DE|IBC. (7.22)
{a) Seaa = 4,AB = 8, p = 10 Calcule g. »
(b) Seac = 5, AC = 15, g = 24. Calcule p. . O
\G
(c) 11, g = 22. Calcule b. d_ ]
/ '*:"/"'
(d) Seab =9 ,p =20 g = 35 Calcule a. ngltz
(e) Seaa = 10,p = 24, g = 84. Calcule AB. i
(f) Seac =83,p =4 g = 7. Caloule d. WD/ |
= 0
. { i
e
/.fj}g
Fig. 7-57 4
‘-\lz\ _,/
| e . . 4R
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-58 4 (7.22)

(a) ABCD es un paralelogramo

Fig. 7-58

(b) ABCD es un trapezoide
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Un poste vertical de 7 pies cerca de un arbol produce una sombra de 6 pies. A la misma hora, calcule (a) la altura
del arbol si su sombra tiene una longitud de 36 pies; (b) la longitud de la sombra del arbol si su altura es de 77
pigs. (7.23)
Demuestre cada una de las siguientes aseveraciones; (7.25)

(@) En el AABC, si AD y CE son alturas, entonces AD:CE = AB:BC.

(b)  Enelcirculo O, el didgmetro AB v la tangente BC son los lados del AABC. Si AC intersecta al circulo en
D, entonces AD:AB = AB:AC.

() Las diagonales de un trapezoide se dividen entre si en segmentos proporcionales.

(d) En el triangulo rectangulo ABC, CD es la altura sobre la hipotenusa AB, entonces AC:CD = AB:BC.

Demuestre cada una de los siguienies aseveraciones: (7.24)
(@) Una linea paralela, a un lado de un triangulo, forma un tridngule similar al triangulo dado.

(b) Los triangulos rectangulos is6sceies son similares entre si.

(c)  Los triangulos equilateros son similares entre si.

(d) Las bases de un trapezoide forman tridngulos similares con los segmentos de las diagonales.

Complete cada una de las siguientes expresiones: (7.26)

(a) Entriangulos similares, si los lados correspondientes estan en la razon de 8:5, entonces las aliuras corres-
pondientes estan en la razon de 7

(p)  Entriangulos similares, si las bisectrices correspondientes estan en la razon de 3:5, entonces sus perime-
tros estan en la razén de  ?
(c)  Si se dividen los lados de un triangulo a la mitad, entonces el perimetro es 7 | las bisectrices son
? , las medianas son ? , y los radios de los circulos circunscritos son 7

(@) Los lados correspondientes de triangulos similares tienen longitud 18 y 12. Si una altura del menor de ellos
tiene longitud 10, obtenga la longitud de la altura correspondiente del mayor. (7.26)

(b) Las medianas correspondientes de triangulos similares tienen longitud 25 y 15. Obtenga el perimetro del
mayor si el perimetro del menor es 36.

(¢)  Los lados de un triangulo tienen longitud 5, 7, y 8. Si el perimeiro de un triangulo similar es 100, calcule
sus lados.

(d) Las bases de un trapezoide tienen longitud 5 y 20, y la altura tiene longitud 12. Calculese la longitud de
la altura de un triangulo formado por la base menor y la extension, hasta que se intersecten de los iados
no paralelos,

(e) Lasbases de untrapezoide tienen longitud 11 y 22. Su altura tiene longitud 9. Calcule |a distancia del punto
de interseccion de las diagonales a cada una de sus bases.
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Complete cada una de las siguientes expresiones: (7.27)

@)

(b)

- 8i los lados correspondientes de dos poligonos similares estan en la razén de 3.7, entonces la razén de

sus alturas correspondientes es de 7?7

Si los perimetros de dos hexagonos similares estan en la razén de 56 a 16, entonces la razén de sus diago-
nales correspondientes es de 7?7

Si se cuadriplica cada lado de un octagono vy los angulos permanecen iguales, entonces su perimetro es
de ?

La base de un rectangulo es dos veces la de un rectangulo similar. Si el radio del circulo circunscrito al
primer rectangulo es 14, entonces el radio del circulo circunscrito al segundo es de  ?

Demuestre cada uno de los siguientes enunciados:

@)

(b)

Las bisectrices correspondientes de dos triangulos estan en la misma razén que un par de lados correspon-
dientes.

Las medianas correspondientes de triangulos similares estan en la misma razén que un par de lados co-
rrespondientes. 1

Demuestre lo solicitado en la figura 7-59. A B B (7.28)

@)

(e)

Dado: Trapezoide ABCD
Demuéstrese:
68 ¥ BF = 6F % .E8

Dado: BC 1L AC
DE | AB
Demuéstrese:
DE x AC = BC x AE

Dado: Diametre BC

DE 1 BC
Demuéstrese:
(BD?) = BE x BC
B C

Fig. 7-59
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(¢) Dado: Circulo O
Diametro AB ‘ r

AE L CD
Demuéstrese:
AD x BC = AB x DE
B
B
F

B\:rs
'

!

(¢) Dado: AB || CE
AC L BC
DE 1 BC
Demuéstrese: D
AB x CF = BC x EC

C
(f) Dado: BC=¢CD
Demuéstrese:
(BC? = AC x EC
Demuestre cada una de las siguientes aseveraciones: (7.28)

(a) Sidos cuerdas se intersectan en un circulo, el producto de la longitud de los segmentos de una cuerda
es igual al producto de la longitud de los segmentos de la otra.

(b)  En un triangulo rectangulo, el producto de la longitud de su hipotenusa y la altura sobre ésta es igual al
producto de la longitud de sus lados.

(¢) Sien el A inscrito ABC la bisectriz del /_A intersecta a BC en D y al circulo en E, entonces BD x AC

= AD x EC.
En la figura 7-60: (7.29)
(a) SeaAE = 10, EB = 6, CE = 12. Calcule ED.

(b) SeaAB = 15, EB = 8, ED = 4. Calcule CE.

(c) SeaAE

6, ED = 4, CD = 13. Calcule EB. D

{d) SeaED = 5, EB = 2(AE), CD = 15. Calcule AE.

Fig. 7-60
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En la figura 7-61, diametro CD L cuerda AB: (7.29)

(e) Sea 0D = 10, OE = 8. Calcule AB.

(f)y SeaAB = 24, OE = 5. Calcule OD.
(g9 Sea OD = 25, EC = 18. Calcule AB.
e
(h) SeaAB = 8, 0D = 5. Calcule EC. 4 ‘ .
Fig. 7-61

Un punto esta a 12 pulgadas del centro de un ¢irculo cuyo radio es de 15 pulgadas. Calcule las longitudes de
la cuerda menor y mayor que pueden ser trazadas a través de este punto. (Sugerencia: la cuerda mayor es un
diametro, y la menor es perpendicular a este diametro). (7.29)
En la figura 7-62, AB es una tangente: (7.29)
(a) Sea AC = 18, AD = 4. Encuentre AS.
(b) SeaCD = 5, AD = 4. Encuentre AB.

() SeaAB = 6, AD = 3. Encuentre AC.

(d) Sea AC = 20, AB 10. Encuentre AD.

A
(e) SeaAB = 12, AD = 8. Encuentre CD. '
D
Fig. 7-62
En la figura 7-63, CD es un didmetro; AB es una tangente; (7.29)
(f) Sea AD = 6, 0D = 9. Calcule AB.
(g0 SeaAD = 2, AB = 8. Calcule CD.

(hy Sea AD = 5, AB = 19. Calcule OD.
) Sea AB = 12, AC = 18. Calcule OD.

(jy SeaOD = 5, AB = 12. Calcule AD.

Fig. 7-63
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En la figura 7-64: (7.31)

(a) SeaAB = 14, AD = 4, AE = 7. Calcule AC.

(b) Sea AC = 8, AE = 6, AD = 3. Calcule BD.
(¢} SeaBD = 5, AD = 7, AE = 4. Calcule AC.
(d) Sea AD = DB, EC = 14, AE = 4. Caloule AD. Bq A
E
C

Fig. 7-64
En la figura 7-65, CE es un diametro: (7.31)
(6) SeaOC = 3, AE = 6, AD = 8. Calcule AB.
(f) SeaBD =7,AD = 5, AE = 2. Calcule OC.
(g) Sea OC = 11, AB = 15, AD = 5. Calcule AE.
() SeaOC = 5, AE = 6, BD = 4. Calcule AD. B D

-
Cc

Fig. 7-65
CD es la altura sobre la hipotenusa AB en la figura 7-66. (7.32)
(8¢ Sip=2yqg = 8, encuentreayh.
(by Sip =4ya = 6, encuentrecyh.
(€) Sip =16y h = 8, encuentre g y b.
(d) Sib =12y g = 6, encuentre p y h. g

a h b
BL pD Y_q ~ 4
¢
'Fig. 7-66

En un triangulo rectangulo cuyos lados tienen longitud a y b, calcule la longitud de la hipotenusa ¢ cuando:
(7.33)

(@ a=15b =20 () a=15b = 36 € a=5b=4

]

() a=5b=573 € a

1
o
o

1
~J



180 GEOMETRIA PLANA E

49. En el triangulo rectangulo de la figura 7-67, calcule la longitud del lado faltante cuando: (7.33
@ a=12,e'= 20 (b) b=6,c=28 &) b=15¢ =17
(d) a=210¢=4 ) a=5/2.¢c=10 (f) a=+vV5c¢=2y2

b
Fig. 7-67

50. Calculese la longitud de los lados de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa tiene longitud ¢, si estos lados estan
en la razon de: (a) 3:4 y ¢ = 15; (b) 5:112y ¢ = 26; (¢) 8:15y ¢ = 170; (d) 1:2 ye= 10 (7.34

51.  En un rectangulo, calcule la longitud de la diagonal si sus lados tienen longitudes (a) 9 y 40; (b) 5 y 10.(7.32

52.  En un rectangulo, calcule la longitud de uno de sus lados si la diagonal tiene longitud 15 y el otro tiene longitug
() 9; (b) 5: (c) 10. (7.38

53. De entre los tridngulos cuyos lados tienen las longitudes como sigue, jcudles son triangulos rectangulos?

(a) 33,55 44 (b) 120, 130, 50 () 4,7 8} {d) 25,7, 24
(e) 5 pulgadas, 1 pie, 1 pie 1 pulgada (f) 1 yarda, 1 yarda 1 pie, 1 yarda 2 pies
(@) 11 millas, 80 millas, 81 millas (h) Becm,5cm, 7 cm

54. /Es un triangulo rectangulo si sus lados estan en la razon de (a) 3:4:5; (b) 2:3:47

55. Calcule la longitud de la altura de un triangulo isosceles si cada uno de sus dos lados congruentes tiene longitug
10 y su base tiene longitud (a) 12; (b) 16; (c) 18; (d) 10. ' (7.35

56. En un rombo, calcule la longitud de un lado si las diagonales tienen longitudes (a) 18 y 24; (b) 4y 8: (c) 6 ¢
Bv3. (7.38

57. Enun rombo, calcule la longitud de una diagonal si un lado y la otra diagonal tienen longitudes, respectivaments

(&) 10 y 12; (b) 17 y 16; (¢) 4 y 4; (d) 10 y 10V3. (7.365
58. En el trapezoide isésceles ABCD de la figura 7-68, (7.37
(@) Calouleasib =232 b =20yh = 8. (b) Caleulehsib =24, b = 14ya = 13
(¢) Calculebsia=15p" =10yh = 12 (d) Calculeb'sia =8,b=21yh =32
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B b’ C
a h a
]
A 5 D
Fig. 7-68
En el trapezoide ABCD de la figura 7-69, (7.37)
{a) Calculedsia =11, b =38yc = 15. (b) Calculeasid=20,b=12yc = 36.
() Calculedsia =5p=13yc = 14 (d) Calculepsia=20,c=28yd =17
c
d
B
(H
i
A b D
Fig. 7-69

El radio de un circulo es 15. Calcule (a) la distancia desde el centro a una cuerda cuya longitud es 18; (b) la longitud
de una cuerda cuya distancia a su centro es 9. (7.38)

En un circulo, una cuerda cuya longitud es 16 esta a una distancia de 6 de su centro. Calcule la longitud de una
cuerda cuya distancia a su centro es de 8. (7.38)

Dos circulos tangentes tienen externamente radios de 25 y 9,
Calcule la longitud de una tangente comun externa. (7.38)

En un triangulo 30°-680°-80°, calcule las longitudes de (a) los lados si la hipotenusa tiene longitud 20; (b) el otro
lado y la hipotenusa, si el lado opuesto al angulo de 30° tiene longitud 7; (c) el otro lado y la hipotenusa si el
lado opuesto al angulo de 60° tiene longitud 5v3. (7.39)

En un triangulo equilatero, calcule la longitud de la altura si el lado tiene longitud (a) 22; (b) 2a. Calcule el lado
si la altura tiene longitud (c) 24V3; (d) 24. (7.39)

En un rombo que tiene un angulo que mide 60°, calcule las longitudes de (a) las diagonales si un lado tiene longi-
tud 25; (b) el lado y la diagonal mayor si la diagonal menor tiene longitud 35. (7.39)
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En un trapezoide isosceles que tiene angulos de la base que miden 60°, determine las longitudes de: (7.39)
(a) La base inferior y la altura si la base superior tiene longitud 12 y los lados tienen longitud 16
(b)  La base superior y la altura si la base inferior tiene longitud 45 y los lados tienen longitud 28

En un triangulo rectangulo isdsceles, calcule la longitud de cada lado, si la hipotenusa tiene longitud (a) 34;
(b) 2a. Calcule la longitud de la hipotenusa si cada lado tiene longitud (¢) 34; (d) 15V2. (7.40)

En un cuadrado, calcule la longitud de (a) el lado si la diagonal tiene longitud 40; (b) la diagonal si el lado tiene
longitud 40. (7.40)
En un trapezoide isdsceles que tiene angulos de la base que miden 45°, calcule las longitudes de: (7.40)
(@) La base inferior y cada lado si la altura tiene longitud 13 y la base superior tiene longitud 19
(b)  La base superior y cada lado si la altura tiene longitud 27 y la base inferior tiene longitud 65
(c)  Cada lado y la base inferior, si la base superior tiene longitud 25 y la altura tiene longitud 15

Un triangulo tiene dos éngulos que miden 30° y 45°. Calcule |a longitud del lado opuesto al angulo de 30° sila
longitud del lado opuesto al angulo de 45° es 8. (Sugerencia: trace la altura al tercer lado.) (7.39, 7.40)

Un paralelogramo tiene un angulo que mide 45°. Calcule las distancias entre sus pares de lados opuestos, si sus
lados tienen longitudes 10 y 12. (7.40)




